Twierdzenie o schematach

Proba wyjasnienia duzej skutecznosci algorytméw genetycznych w
roli uniwersalnej metody odnajdywania optymalnego rozwigzania
bez znajomosci charakterystyki zadania jest koncepcja
schematu. Schemat jest to wzorzec opisujacy podzbidr ciggéw
podobnych ze wzgledu na ustalone pozycje. Uzycie takiej
definicji schematu wymaga dodania do alfabetu genodw
specjalnego symbolu * (nieistotne) reprezentujacego wartosd¢
nieokreslong. Schemat reprezentuje wszystkie *ancuchy bedace
podzbiorem przestrzeni poszukiwan, ktére zgadzajg sie z nim na
wszystkich pozycjach innych niz *.

Pojecie schematu jest obowigzujgce dla alfabetu gendéw o
dowolnej d*ugos$ci. Przy zatozeniu, ze <ciggi kodowe
reprezentujgce genotypy sktadajg sie z symboli alfabetu
dwéjkowego, na kazdej pozycji schematu moze pojawic sie kazdy
symbol nalezacy do zbioru V = { 0, 1, * }. Na przyktad schemat
H1 = (*111100100) z*ozony z symboli alfabetu V moze by¢
reprezentowany przez dwa nastepujgce ciggi:

{ (0111100100),(1111100100) }

natomiast reprezentantami schematu H2 = (*1*1100100) sg
wytgcznie cztery nastepujgce ciggi:

{ (0101100100),(0111100100), (11011001060), (1111100100) }.

Kazdy schemat reprezentowany jest przez 2" ciggdéw binarnych,
gdzie r jest liczbg symboli nieistotne * w szablonie schematu.
Z drugiej strony kazdy %ancuch binarny o dtugosci m jest

reprezentantem 2" schematdéw. Na przyktad *ancuch binarny
(101001) jest reprezentantem 26 schematéw:

(101001)

(*01001)
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*)(**1001) (*0*001) (1010 **

Dla %*ancuchdéw o dtugosci m istnieje 3" mozliwych schematéw. W
populacji o liczebnosci n moze by¢ reprezentowanych od 2" do n

X 2" réznych schematdw. Juz te proste obliczenia dajg pewne
wyobrazenie o ogromie informacji przetwarzanej przez algorytmy
genetyczne; aby jednak zrozumiel schematy - cegietki, z
ktéorych powstaja przyszte rozwigzania trzeba wyodrebnic rézne
typy schematéw. Do sformutowania twierdzenia o schematach
potrzebne beda dwa atrybuty charakteryzujgce schemat: rzad 1
rozpietos¢ nazywana rowniez dtugoscig definiujaca.

Rzedem schematu H, oznaczonym przez o(H) jest nazywana liczba
ustalonych pozycji we wzorcu. Dla ciggdéw binarnych jest to
liczba zer i jedynek. Np. 0(011*1**) = 4 oraz o(Q******x) = 1,

Rozpietos¢ schematu H, ktérg oznaczamy przez 5(H), to inaczej
odlegtos¢ miedzy dwiema skrajnymi pozycjami ustalonymi. Tak
wiec, schemat (011*1**) ma rozpietos¢ réwng 4, gdyz jego
ostatnia ustalona pozycja ma numer 5, a pierwsza — numer 1,
zatem odlegtos$¢ miedzy nimi wynosi 5 — 1 = 4. Schemat ktéry ma
tylko jedng ustalong pozycje, taki jak (O***x**xx*x) = mg
rozpietos¢ 5 = 0.

Pierwszym i najtatwiejszym elementem teorii schematdéw jest
ustalenie wptywu selekcji, czy 1inaczej reprodukcji na
oczekiwang 1liczbe reprezentantow okreslonego schematu.
Wyrazenie m = m(H, t) oznacza liczbe reprezentantéw schematu H
w chwili t. Podczas selekcji genotypy trafiajg do puli
rodzicielskiej z prawdopodobienstwem proporcjonalnym do
wskaznika przystosowania, a doktadnie z prawdopodobienstwem
rownym:



pi=f/2. 1

(1.4.)

Po skompletowaniu puli rodzicielskiej nowego pokolenia
ztozonej z n ciagbw wybranych w chwili t, mozna oczekiwad
obecnosci m = m(H, t +1) reprezentantéw schematu H w chwili t
+1, przy czym zachodzi zaleznos$¢:

ElmH.t +1)|=m(H.t)-n- f(H f;
[ ] 22 (1.5.)

Liczba f(H) okresla $rednie przystosowanie ciggdw bedacych
reprezentantami schematu H w chwili t. Po uwzglednieniu
ilorazu sumy warto$ci przystosowania wszystkich chromosoméw
populacji i ich liczby jako $Sredniego przystosowania catej
populacji t oraz pominieciu symbolu wartosci oczekiwanej po
lewej stronie réwnania 1.5. otrzymuje sie stuszng dla duzych
populacji aproksymacje:

m(H .t +1)= m(H-r)'f{f}

Oznacza to, ze liczebno$¢ reprezentacji danego schematu w
nastepnym pokoleniu zmienia sie proporcjonalnie do stosunku
Sredniego przystosowania schematu i Sredniego przystosowania
catej populacji; a zatem schematy o przystosowaniu wyzszym niz
Srednie populacji bedg miaty wiekszg liczbe reprezentantéw w
nastepnym pokoleniu, podczas gdy schematy o przystosowaniu
nizszym niz Srednie z populacji otrzymajg mniej reprezentantéw
niz miaty dotychczas.

Przy zatozeniu, ze pewien schemat H przewyzsza Srednig o jakas
jej stata czes¢ réwng c, réwnanie schematédw mozna zapisac¢ tak
jak na wzorze 1.7., a startujgc od t=0 i zaktadajac, ze c nie
zmienia sie w czasie, otrzymuje sie zaleznos¢ przedstawiona na
wzorze
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mﬁtr—nznﬂHJH?—cFﬁ?z(Hﬁﬂij]

m(H.t)=m(H.,0)-(1+c¢)'

( 1.8. )

Otrzymana ocena 1ilo$ciowa efektu reprodukcji pozwala
stwierdzi¢, ze schematy lepsze od przecietnej sg wybierane w
liczbie przypadkéw rosngcej wyktadniczo w czasie, natomiast
gorsze od przecietnej wybierane sg w liczbie wyktadniczo
malejgcej w czasie.

Kolejnym krokiem jest zbadanie wptywu operatora krzyzowania na
oczekiwang 1liczbe reprezentantdow okreslonego schematu.
Operacja krzyzowania dokonuje wuporzgdkowanej wymiany
informacji pomiedzy dwoma chromosomami. Przy pomocy
krzyzowania powstajg nowe struktury w sposdéb minimalnie
zaburzajacy wzorzec propagacji dyktowany przez reprodukcje. W
koncowym efekcie frekwencje réznych schematdw reprezentowanych
w populacji rosng Llub malejg wyktadniczo w Kkolejnych
pokoleniach.

Oszacowanie wrazliwo$ci schematu na krzyzowanie rozpoczgc
mozna od rozwazenia przyktadowego ciggu kodowego A o dtugosci
L = 33 oraz dwoch reprezentatywnych schematow H1 i H2 ,
pasujacych do tego ciagqu:

A = (111011111010001000110000001000110)

H1l = (****111**************************)

H2 = (111****************************10)

Przy zatozeniu, ze %*ancuch zostat* wybrany do krzyzowania i
losowo wybrano punkt ciecia na pozycji 20, *atwo mozna
zauwazy¢, iz schemat H1l przetrwat krzyzowanie, czyli Zze jeden
z potomkédw ciggu A nadal jest reprezentantem schematu,
natomiast drugi schemat nie przetrwat*. Przyczyna lezy w tym,
ze punkt ciecia w pierwszym schemacie nie trafit pomiedzy
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ustalone pozycje, natomiast ustalone pozycje 111 na poczagtku
szablonu H2 oraz 10 na jego kohAcu znalazty sie w rdznych
potomkach. Jest oczywiste, ze rozpieto$s¢ schematu spetnia
istotng role w prawdopodobienstwie jego przetrwania lub
zniszczenia.

Dla kazdego schematu mozna poda¢ dolne oszacowanie
prawdopodobiefstwa przezycia podczas krzyzowania. Kiedy punkt
krzyzowania nie trafia pomiedzy ustalone pozycje schemat
przezywa krzyzowanie, wiec prawdopodobienstwo przezycia ps
wynosi co najmniej 1 — 5(H)/(1-1) . Jesli dla okreslonej pary
ciggbw sama operacja krzyzowania jest wykonywana z pewnym
prawdopodobieAstwem pc, to prawdopodobienstwo przezycia
schematu H spetnia nierdéwnos¢:

o(H)
f)_.l_ =1- f.?f, ﬁ

ktéra sprowadza sie do poprzedniego oszacowania, gdy p. = 1.

Przy zatozeniu niezaleznosci operacji selekcji i krzyzowania
Srednia liczba reprezentantéw danego schematu H w nastepnym
pokoleniu po *gcznym efekcie dziatania obu operatoréw wynosi:

mH.t+1)=2m(H.t)

F(H)[ _S{H}}
2 A

Analiza powyzszego wzoru pozwala wnioskowaé¢, ze schematy,
ktére majg przystosowanie wyzsze od Sredniej i mata rozpietosc
beda rozprzestrzenia¢ sie zgodnie z wyktadniczym prawem
wzrostu.

Ostatnim elementem wchodzgcym w sktad teorii o schematach jest
analiza wptywu na wzrost lub spadek reprezentacji schematéw
operatora mutowania. Operator ten zmienia zawarto$¢ kazdej
pozycji z prawdopodobienstwem réwnym pm. Aby schemat H przezyt
mutacje, muszg sie zachowa¢ wszystkie jego pozycje ustalone. A
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zatem, poniewaz pojedyncza pozycja chromosomu pozostaje bez
zmian z prawdopodobieAstwem (1 — p,) i poniewaz mutacje na
poszczegdlnych pozycjach sg statystycznie niezalezne, dany
schemat H przezyje mutacje z prawdopodobienstwem (1 — p,)o(H),
gdzie o(H) jest liczba pozycji ustalonych. Dla stosowanych w
programach ewolucyjnych matych wartosci p,, prawdopodobienstwo
przezycia mozna aproksymowaé za pomoca wyrazenia 1 — o(H) x p,

Mozna wiec ostatecznie stwierdzié¢, ze oczekiwana liczba
reprezentantéw schematu H w nastepnym pokoleniu, otrzymanym w
wyniku reprodukcji, krzyzowania i mutacji, speinia nastepujaca
nieréwnosd:

(H)[ o(H
/ | 1=P. :

m(H.t+1)2m(H.t)—
2 ] -1

_Q{H}pm}

Wzér 1.11. pozwala na sformutowanie Twierdzenia o schematach
albo Podstawowego twierdzenia algorytméw genetycznych:
schematy dobrze przystosowane, niskiego rzedu 1 o matej
rozpietosci rozprzestrzeniajg sie w kolejnych pokoleniach
zgodnie z wyktadniczym prawem wzrostu.

Jesli szukajg Panstwo pomocy w napisaniu wtasnej pracy -
potrzebujag Panstwo fachowych konsultacji to polecamy strone
pisanie prac - profesjonalna pomoc w pisaniu prac w granicach
prawa.
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